TD : Exercices d'applications et de réflexion avec solutions 


PROF: ATMANI NAJIB 


2BAC BIOF 


TD avec solutions : FONCTIONS PRIMITIVES 


Exercice1 :Soit la fonction f définie sur ]0; +| 


par : FE 26 txt 

1)Déterminer les fonctions primitives de la 
fonction f sur ]0; +| 

2)Déterminer la fonction primitive de la fonction f 


sur |0;+æ[ tel que : F(1)=3 
Solution :1) f(x)=2x +x+1+} 
X 


Donc : F(x)=2x 1x2 ahan TEE 
3 2 x 


Donc : F (x)= +l +x l p avec ke 
3 2 x 
oa a a i 


E E N E 

3 2 6 6 
Donc : la fonction primitive de la fonction f sur 
10;+c0[ tel que : F(1)=3 est : 


Da 


Fa)=Żr +a w 


x 6 
Exercice? : (situation directe): Déterminer une 
fonction primitive des fonctions suivantes : 


1) f(x)=5xf+3x+1 2) f(a)= +eos+ sin 1 
x 


3) f(x)=sinx+xcosx 4) f(x)=(2x-0) 


5) f(x)= =) 6) f(x)=5xŸ3x +1 
7) ee, 8) F(x)=7xcos(7x° +3) 


Solutions : 1) f(x)=5x"+3x+1 


F(x)=5x EX +3 Lit avec keR 
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2) f (x)= +cosx+sinx-1 


Vx 


F(x)=24x +sin x- cosx- x+k avec keR 


3) f (x)= sin x+ xcosx = x'sin x+ x(sin x) 


Donc : F(x)=xxsinx+k avec k eR 


4) f(x)=(2x 1) => (24 1) (2x1) 


1 1 
x 
2 3+1 


(2x-1)" +k avec k eR 


F(x)=2(2x-1) +k avec keR 


a ar 
(as 

N 
l 

— 


et par suite : F (x)= +k avec ke 


2 
x — 


6) f(x)=5xVŸ3x" +1 On doit remarquer que : 


la fonction u(x)=3x°+1 donne u’(x)=6x et par 


suite : f (x) =Žu (x); u(x) on utilisant le tableau 


ona: 
(c'est de la forme : u'3fu (n = 3)) 


Donc les fonctions primitives de f s'écrivent sous 


la forme : F(x)===u"(x)+k 


Fa) +k aveckeR 


7) Déterminons une fonction primitive de : 
4x+1 
EET 


l i On doit remarquer que : 
2x +x 


f(x)= 


la fonction u(x)=2x°+x donne u'(x)=4x+1 


ue =u'(x)u“ (x 
u(x) ( ) ( ) 


on utilisant le tableau on a : 


et par suite : f (x) = 


(c'est de la forme : u'u” (n = -4)) 
Donc les fonctions primitives de f s'écrivent sous 
l 


—— u" (x)+k 


la forme : F (x)= T 


8) f(x)= Txcos( zx? +3) 
On doit remarquer que : 
la fonction u(x)= 7x" +3 donne u'(x)=27x 


et par suite : f (x) = ur" (x)cos (u(x)) 


T 


(c'est de la forme : u'x(v'ou)) 


Donc les fonctions primitives de f s'écrivent sous 


la forme : F (x)=-=sin(zx +3)+k avec keR 
T 


Exercice3 : Déterminer une fonction primitive de 


2 


fonctions suivante : f (x) = ————————— 
f(x) 4x7 +4x+1 


Solutions : À remarquer que 


(2x+1 u' 


6 z | (C'est de la forme: -— ) 
(2x+1) 


y7 (2x+1) i 


(-3) 


u 
Donc les fonctions primitives de la fonction f sont 


les fonctions : OREERT avec keR 
x+ 
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Remarque : On peut utiliser cette méthode pour 
toutes les fonctions de la formes : 


f(x)= 


= ———— où le discriminant A est nul 
ax +bx+c 


Exercice4 :Soit la fonction f définie par : 
f(x) = 2x+1six<1 

f(x)=2x-1six>1 

Montrer que la fonction f n'admet pas de primitive 
Sur R 

Solution : On remarque que f nest pas continue 
sur R ; (elle n’est pas continue en 1) 


en effet: f (1)=3 et lim f(x)=1# f (1) 


F (x)=x+x+k, est une fonction primitive de 
la fonction f sur ] - œ, 1]. 
F, (x) = x° — x+ k, est une fonction primitive de 


la fonction f sur ]1, +œ[. 
Si f admet une primitive F sur R alors ils existent 


k et k, tels que : 


F (x)=x +x+k;si...x <1 
F, (x) =x —x+k,;si...x > 1 
et que F soit dérivable sur R et que : 
(vxe R); F'(x) = f(x) 
On a F est dérivable sur] - œ, 1[ 
et (vx €] — =, (FX) = f(x) 
et F est dérivable sur ]1, +œ[ 
et (Yx €]1, +>[)(F'{x) = f(x)) 
Le problème il faut déterminer (s'ils existent) 
k et k, dans R pour que F soit dérivable en 1 et 
que :F'(1) = f(1) =3. 
On a F(1)=2+k, 


D'autre part pour que f soit dérivable en 1, il faut 
qu'elle soit continue en 1, ce qui implique 
lim F (x) Z lim F (x) = F(1) 


xl" 


On en déduit que 2+k, =k, d'autre part : 


im £ CIF) T e 


x—>l* 


IN 


_timX Lx 2tR, -k j x —x-2+2+k -k 
x x—l1 xt x] 
Car: 2+k =k, 
x? 
ar 


si CDA EN 
xl x-1 x>l s 


Donc pour tous réels k,et k, ; F, (1)# F! (1) 


D'où F n'existe pas et par suite f n’admet pas de 
primitive sur R 
Exercices : Déterminer les fonctions primitives 


Sin x 


2+cos x 
3) f(x) =(4x+5) 


des fonctions :1) f (x)= 


2) f(x) = 2xsin x +x° cos x 


4) f(x) =2V2x+1 


6) f(x)=xvx" +1 


8) f (x)=cos* x (utiliser : cos?x =(1+cos2x)/2)) 


7) f(x)= tan x 


9) f(x) =sin" x (Remarquer que : sin? x = sinx sin?x ) 


Solutions : 1) 


Sin x 


f(x) à j2 + cos x 


(c'est de la forme : u'u”) 


=-(2+cos x) (2+cos x) : 


Donc les fonctions primitives de f s’écrivent sous 
la forme : 


F(x) ES +k = 2 (240081): +k 


F(x)=-24f2+ cosx} +k avec keR 


2) f (x)=2xsinx +x" cos x = (x ) sinx+x° (sin x) 
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Donc : F(x)=x" xsinx+k avec keR 


2 


3) f(x)=(4x+5) = (4x+5) (4x+5) 


P(a)= 5 (4r+5) +k avec ke R 


4) f (x)=242x+1 =(2x+1) (2x+1) 


Donc : r{x)- I 


Ge (2x4 1) 


—+1 
2 
2 ni 3 
F(x)=2(2x+1) =£(vV2x+1) +k 
5) E x (x? +1) 


Vx +1 | 25 +1 
F(x)=vVx"+1+k avec keR 
6) F(x)=x +1 (x +1) (2 +1} 


3 


L (e 11)” +k= T +1) +k 


+ 
= 


3 
F(x)= | F +1) +k avec keR 


7) f(x)= tan? x=(1+ tan? x)-1 


F(x)=tanx-x+4k avec keR 


8) f (x)= cost x = (cos? x) (222) 


(= E(1+ 20s 2x05? 2r)= E14 200622 + LOS 
4 4 
1 3 1 1 
f(x)==(3+4c0s2x+cos4x)==+—cos2x+-cos4x 
8 8 2 8 
3 1. 1. 
F(x)=2x+-sin2x+—sin4x+k# avec keR 
8 4 32 


9) f (x)=sin" x=sinxxsin” x = sin xx (1 cos” x) 


f(x)=sinx-sin xxcos” x= sin x+ (cos x) x COS” x 


1 
F (x)=-cosx+7 cos" x+k avec ke 


Exercice6: Soit la fonction f définie sur [0;+c0[ 


2 
par: f(x)== 2 1)Déterminer les réels a et b 
(x+1) 
b 
tels que : f(x) = a+——— Vx e[0;+00] 
(x+1) 


2)Déterminer la fonction primitive F de la fonction 
f sur [0;+00[ tel que : F()=2 


Solution :1) 
1) +b ax 
Hénin eee 
(x+1) (x+1) (x+1) 
a=1 a=l 
Donc : {2a=-2 &<a=1 donc: He 
bed, los fa 
2 (+1) bone : aE xt +x 
ROSES DORE CU xl 


(x+1) 
keR Vxe[0;+0| 
Exercice7: Soit la fonction f définie sur [1; +| 
par : f(x) =4Nx-1 
1)montrer que : f(x) = Je- +1 Vxe [1; +| 


2)Déterminer la fonction primitive F de la fonction 


f sur [1;+œ[| tel que : F(2)=1 
Solution :1) Vxe[1;+00| 
rase 


On a : xefl;+0[ donc : x21 donc : x—120 


donc : 


[E NET = a- AE EN TEEN EEE er EN a 
2) f(x)= (x 1) +1 Vx e[1;+c0| 
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1 1 


F2 ((e-0 + (6-08 2 (6-08 + (6-1) 


F(=- (x-1? +(x- (1) 


(x 
L 
2 


F(x)=Ż(x-1} +Ž(x-1)t +k 


2 


F(x) A 1) +4 x-1) +k keR 


Exercice8: Soit la fonction f définie sur R par : 


f(x) AE EO 1)Déterminer les réels 
(x +4) 
+b 
a etb etc tels que : f (x)= +c  YWxeR 
(x +4) 


2)Déterminer la fonctions primitives F de la 


fonction f sur R tel que : F(0)=c 


Solution :1) 
E ax+b Caxtb+c( +4) axsbte +80 +16c 
(e +4) (x +4) (x +4) 
AA z cxf +8cx? +ax EUG donc : 
(x +4) 
c=5 c= 
8c = 40 = 
i > donc: f (x)= a +5 
a=20 a=20 x +4) 
b+16c =80 b=0 
244) 
2) f(x)= Da -+56 f( jsut Lys 
x° +4 (x? +4 
10 
Donc : F(x)=-———+5x+k keR 
x +4 


OE reste 
4 2 


10 


2 
X 


15 
x)=- +5x+— YxeR 
4 2 


K. 


Dit un proverbe. C’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et exercices 


C'est en forgeant que l’on devient forgeron 


que l'on devient un mathématicien 


4 


